
2020 年 3 月 Journal on Communications March 2020 

 

第 41 卷第 3 期 通  信  学  报 Vol.41  No.3

次成分提取信息准则的加权规则方向收敛分析 

杜柏阳 1，孔祥玉 1，冯晓伟 2 
（1. 火箭军工程大学导弹工程学院，陕西 西安 710025；2. 火箭军工程大学核工程学院，陕西 西安 710025） 

摘  要：对并行次成分提取算法在信号特征提取中实现方向收敛的过程进行了研究。采用比较未加权的 PAST 次

子空间跟踪算法和加权的 PAST 并行次成分提取算法，分析加权规则对次成分提取算法方向收敛行为的限定方式。

理论分析表明，加权规则对状态矩阵的各个向量和次成分之间的角度限定存在规律，并给出了加权规则对状态矩

阵各个向量方向的作用方式和定理和讨论。最后，Matlab 仿真实验验证了理论分析的结果。 
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Direction convergence analysis of weighted rule for  
minor component extraction information criteria 
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Abstract: The extraction of parallel minor components algorithm in directional convergence in signal feature extraction 
was studied. By comparing the unweighted projection approximation subspace tracking (PAST) algorithm with the 
weighted PAST parallel minor component extraction algorithm, the evolution method of the minor component extraction 
algorithm was analyzed. Theorical analysis illustrated that the weighted rule was able to guide the angle evolution be-
tween the vectors of the state matrix and minor components. Finally, Matlab simulation verifies the validity of the pro-
posed theory. 
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1  引言 

在信息处理领域，次成分（MC, minor com-
ponent）是指输入信号的自相关矩阵中与最小特征

值对应的特征向量，次子空间（MS, minor subspace）
是指由多个次成分张成的子空间。提取次成分和跟

踪次子空间的算法分别被称为次成分分析（MCA, 
MC analysis）算法和次子空间跟踪（MSA, MS 
analysis）算法。MCA 算法和 MSA 算法在总体最小

二乘[1]、自适应波达方向估计[2]、曲面拟合[3]、稳健

波束分析[4]等问题中具有重要应用。 
传统的代数次成分批处理法只能处理离线的、

静态的信号，且具有较高的计算复杂度。实际中的

信号往往是在线获取的动态数据，因而传统方法的

应用十分受限。相比而言，神经网络算法能够处理

的信号不受上述 2 个条件的限制[5]，并且许多神经

网络算法具有较小的计算复杂度。近年来，学者们

提出了许多 MSA 和 MCA 的神经网络算法[5-7]。在

这些算法中，Möller[5]算法只能提取单个次成分，

PAST（projection approximation subspace tracking）
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算法[8]、Ojam 算法[9]和 Kong 等[2]所提的算法可以

跟踪输入信号的次子空间，Jankovic 等[10]所提的算

法和 AMMD（adaptive multiple minor direction）算

法[11]可以提取输入信号的多个次成分。上述研究都

是单独针对 MSA 或者 MCA 问题开展的，实际上，

MSA 和 MCA 算法之间存在一定关联，在一定条件

下可以相互转换。例如，Jankovic 等[10]通过 TOHM
（time-oriented hierarchical method）转化装置实现了

MSA 算法到 MCA 并行算法的转换，Thameri 等[12]

则通过 Givens 旋转实现了 MSA 算法到 MCA 算法

的转变。这种通过转化转置实现算法转化的方法具

有结构复杂、计算复杂度较高的缺点[13]。另一种行

之有效的转化方法是使用加权规则。然而，目前关

于加权规则的研究还比较少。文献[14]介绍了用于

提取多个次成分的加权信息准则。目前，对经过加

权的次成分分析算法的性能分析与传统的单维次

成分提取算法的性能分析大体相同，主要集中于算

法的收敛性、自稳定性等。而实际上，经过加权的

算法能够实现多个次成分同时提取，该性能是传统

单维次成分提取算法所不具备的，需要研究多个次

成分在提取过程中的方向收敛问题。目前，研究并

行多个提取问题的学者主要将兴趣集中于算法的

提出，极少有对方向收敛问题开展探讨。那么，加

权规则对于 MSA 信息准则转变为 MCA 信息准则

的过程发挥了什么样的作用，这样的作用过程对于

其他子空间提取信息准则的转变是否具有普适

性？这个问题的解答对灵活转换各种先进的成分

提取算法，增加人们对提取算法本质和多种性质的

理解具有十分重要的意义。 
多个次成分可以张成一个次子空间，因而通常

认为多个次成分的提取算法是次子空间跟踪算法

的进步。Toshihisa[15]通过研究多个次成分提取算法

的广义加权规则，指出广义加权规则的参数对提取

算法的收敛速度存在影响，即加权规则的参数变化

会引起算法的性质变化。当参数的取值沿着实数轴

负方向变化时，加权矩阵则逐渐近似为单位矩阵，

算法的提取能力逐渐由多个次成分提取退化为次

子空间跟踪。 
实际上，只有一部分次子空间提取算法在使用

加权规则后可以转化为多个次成分的提取算法。次

子空间与次成分的偏离程度可以通过次子空间的

组成向量与次成分之间的夹角表示。当提取算法逐

渐稳定以后，次子空间跟踪算法状态矩阵的夹角是

一个随机值，而转化为多个次成分提取算法状态矩

阵的夹角总是某个对角矩阵。这说明加权规则的加

入改变了该夹角的变化规则。本质上，信息准则函

数在算法对信息的归类方式、算法提取信息的方式

等方面存在隐性的规定，因而信息准则对夹角的变

化方式具有决定作用。因此，通过理论分析信息准

则对 MSA 和 MCA 算法状态矩阵夹角的作用过程，

能够反映算法的一些本质特性。 
本文主要针对加权规则对次成分提取算法的

信息准则的作用进行分析，以 PAST 的次子空间跟

踪算法为例，通过构建提取算法的动力学表达，对

比有加权规则和无加权规则下的次子空间跟踪信

息准则，挖掘信息准则对状态矩阵与次成分的方向

夹角的梯度差异。本文专门对一类次成分分析算法

的方向收敛性能进行总结，并同时采用理论和仿真

的方法对该性能开展分析。 

2  加权规则 

Yang[8]在研究子空间跟踪问题时提出次子空间

PAST 算法，该算法的信息准则为 

1
T T T

1

arg min ( )

( ) tr( ) 2tr( ) tr( )

J

J

∗ =

= − +

W W
W W W RW W RWW W

 
(1)

 

其中， n r×∈W R 为算法的状态矩阵， n为输入信号

的 维 数 ， r 为 需 要 提 取 的 次 成 分 个 数 ，
T= E[ ]R xx n n×∈R 为输入信号 x 的自相关矩阵，

E[ ]⋅ 表示数学期望。假设 R 是满秩矩阵且特征值互

不相同，那么，输入信号有 n 个特征向量 iφ ，

0,1, , 1i = n − 。当存在一个向量 = nW W ，使信息

准则函数值 1( )J W 取得最小值时， nW 就等价于信

号的次子空间，也就是前 r 个特征向量 iφ 张成的子

空间。 
PAST 信息准则对应的加权信息准则（WPAST, 

weighted PAST）为 

2
T T T

2

argmin ( )

( ) tr( ) 2tr( ) tr( )

J

J

∗ =

= − +

W W
W W W RW W RWW WD

 
(2)

 

其中， 1 2= diag( , , , ) r r
rd d d ×∈D R 为一个对角矩阵，

其作用是为状态矩阵加权，其各元素降序排列。类

似于 PAST 算法的信息准则，当 = nW W 时， 2 ( )J W
取得最小值，此时 nW 的各列向量恰好等于 R 的前

r 个特征向量 iφ 。显然，当加权矩阵等于单位阵时，

WPAST 信息准则退化为 PAST 信息准则。 
以上 2 个信息准则求取相应跟踪提取算法是通
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过梯度下降法实现的，其基本的计算式为 
 ( +1) ( ) ( )k k kη= + ΔW W W  (3) 

其中， ( )kΔW 为算法的搜索方向，文献[15]指出，

该方向为信息准则的梯度下降方向，即 ( ) =kΔW  

( )| k
J∂

∂ W =WW
； ( )kW 为第 k 步迭代中的状态矩阵，其

维度与式(1)中W 相同； (0,1)η∈ 为次成分提取算法

的学习因子。另外，有些算法采用可变步长来加速

算法的收敛过程，但是只要步长设置合理就只影

响算法的收敛速度而不影响其收敛行为。因此，

为了简化算法分析过程，假设学习因子是固定长

度的。 
式(1)信息准则对W 的梯度为 

 T T
1( ) ( 2 )J∇ = − + +W R RWW RWW R W   (4) 

根据牛顿梯度下降法，可得 

 1
d ( )
d

J
t
= −∇

W W   (5) 

进而，可以得到 PAST 算法的常微分方程形

式为 

 T Td 2 +
dt

= − +
W RW RWW W WW RW   (6) 

文献[8]的收敛性分析表明，该算法能够有效地

在线跟踪信号的次子空间。定义状态向量和实际次

成分方向的偏转矩阵为 1
n r×∈M R ，实际次成分组成

的矩阵为 [ ]0 1 1= , , , n−P φ φ φ 。由于矩阵 1M 一定位于

由 P 张成的空间中，于是状态矩阵W 可以改写为

1=W PM ，其中 1M 随着W 变化。当算法收敛后，

1M 的前 r 行元素收敛为某个旋转矩阵，后 n r− 行

元素收敛为 0。 
同理，式(2)信息准则经过梯度下降法推导，可

得 WPAST 算法的常微分方程形式，如式(7)所示。 

 T Td 2 +
dt

= − +
W RW RWW WD WW RWD  (7) 

该算法能够有效地在线并行提取多个次成分。

类似地，存在一个 2
n r×∈M R ，使 2=W PM 。总体

而言，2 种算法的稳定点 1PM 和 2PM 都包含信号的

次成分，说明这 2 种算法都提取出信号中能量较

小的部分信息。不同之处在于， 1M 的前 r 行和前

r 列是一个旋转矩阵，这代表 PAST 算法跟踪的

次子空间与信号的真实次成分方向存在偏角，而

且这个偏角随跟踪过程的变化而变化。在 WPAST

算法提取多个次成分时， 2M 的前 r 行和前 r 列元

素最终收敛到一个对角矩阵
1
2−D 。这说明与 PAST

算法相比，WPAST 算法因为加权而附加了角度变

化的属性，这个属性决定了 WPAST 算法具备多

个次成分提取的能力，而 PAST 算法则只能提取

次子空间。本文通过分析 1M 和 2M 变化的差别，

从微观角度探究加权规则对算法的动力学特性的

影响。 

3  次成分提取过程动力学分析 

不同维数提取过程有不同的角度数量。一维特

征提取时，次子空间退化为次特征向量，此时 2 种

算法效果一致。二维特征提取时，旋转矩阵包含一

个旋转角度。三维特征提取时，旋转矩阵包含 2 个

角度。依次类推，多维次成分分析算法提取 r 维特

征时，旋转矩阵包含的角度数量为
( 1)

2
r r −

个。 

需要说明的是，因一维特征提取算法不具有旋

转角度信息，此时只需要考虑模值收敛性，此种情

况已被确定离散时间（DDT, determinate discrete 
time）方法[16]广泛分析。因此，本文仅针对二维及

以上的信号特征进行分析。下面从二维特征情况入

手分析，并以二维特征为基础，逐步分析高维特征

提取过程。 
定理 1  考虑二维旋转矩阵 1M 只有一个旋转

角度，那么对信息准则 1( )J W 而言，其对该旋转角

度的二阶导数为 0。 
证明  已知二维旋转矩阵只有一个旋转角，假

设 1M 的旋转角度为θ ，则 1M 可以表示为 

 1

cos sin
sin cos
θ θ
θ θ

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥−⎣ ⎦

M  (8) 

此时，信息准则式(1)则表示为 

 

T T
1 1 1

T T T T
1 1 1 1

T T T
1 1 1 1 1 1

( ) tr( ) 2tr( )

tr( )

tr( ) 2tr( ) tr( )

J = − +

=

− +

W R M P RPM
M P RPM M P PM
R M M M M M MΛ Λ

 
(9)

 

信息准则对角度的梯度可以通过梯度下降法

求得，如式(10)所示。 

 1 1

1

dd
d d ( )

J
t
θ

θ
∂

=
∂

MP
PM

 (10) 

其中，有 
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 )(

1

1

T T T
1 1 1 1 1 1

1

tr( ) 2tr( ) tr( )

M

J =

=

∂
∂

∂ − +

∂

M

R M M M M M MΛ Λ

 T T
1 1 1 1 1 1 14 2 2− + +M M M M M M MΛ Λ Λ  (11) 

 1 sin cosd
cos sind

=
θ θ
θ θθ

−⎡ ⎤
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

M  (12) 

因而可以得出 

 
1

1 1

1

d 0
d

J =
t
θ

θ

−∂ ∂⎛ ⎞= ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

M
M

 (13) 

式(13)表明不存在某一点，使在该点处状态向

量与信号次成分方向的夹角最小。也就是说，信息

准则 1( )J W 不能确定状态矩阵的各个向量与信号

次成分方向的变化。 
证毕。 
信息准则对角度的二阶导数为 0，说明信息准

则没有规定旋转角度的变化方式。具体地，在信息

准则的任何一点上，状态矩阵中各个向量与对应次

成分的夹角的导数以及其本身是不确定的。另外，

从导数的角度理解定理 1，则有在信息准则式(1)的
梯度算法下，提取出的次子空间与信号次成分的夹

角和算法设置的状态矩阵初值相关。实际上，加权

规则能够改变信息准则的这个性质。具体过程可以

通过定理 2 说明。 
定理 2  考虑二维旋转矩阵 2M 只有一个旋转

角度，那么对信息准则 2 ( )J W 而言，其对该旋转角

度的二阶导数不为 0。 
证明  令 2M 的旋转角度为θ ，那么 2M 可以

表示为 

 2

cos sin
sin cos
θ θ
θ θ

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥−⎣ ⎦

M  (14) 

此时，信息准则式(2)则表示为 
T T

2 2 2 2
T T T T
2 2 2 2

T T T
2 2 2 2 2 2

( ) tr( ) 2tr( )

tr( )

tr( ) 2tr( ) tr( )

J = − +

=

− +

PM R M P RPM
M P RPM M P PM D
R M M M M M M DΛ Λ

 
(15)

 

同样地，该信息准则对角度的梯度也可通过梯

度下降式求解，可得 

 2 2

2

dd
d d ( )

J
t
θ

θ
∂

=
∂

MP
PM

 (16) 

其中，有 

( )

2

2

T T T
2 2 2 2 2 2

2

tr( ) 2tr( ) tr( )

J =

=

∂
∂

∂ − +

∂

M

R M M M M M M D
M

Λ Λ
 

T T
2 2 2 2 2 2 24 2 2− + +M M M M D M M M DΛ Λ Λ  (17) 

 2 sin cosd
cos sind

=
θ θ
θ θθ

−⎡ ⎤
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

M  (18) 

此时，可得 

 

1
2 2

2

1 2

1 2 2

d
d ( )

2 cos2 2cos 2 sin 2 2sin
2

sin 2 2sin cos2 2cos

J =
t

d d
d d d

θ
θ

θ θ θ θ
θ θ θ θ

−∂ ∂⎛ ⎞= ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
− −⎡ ⎤

⎢ ⎥+ − +⎣ ⎦

M
M

Λ

  

  (19) 

显然，
2

2

d 0
dt
θ
= 不恒成立，而是需要一定的成立

条件。这说明式(2)信息准则对状态向量与信号次成

分方向的变化敏感。经过进一步推导可知，当

π
2
kθ = ， *Nk∈ 时， 2 ( )J W 取最小值。 

信息准则 2 ( )J W 对角度二阶导数不为 0，说明

信息准则规定了旋转角度的变化方式。具体地，在

信息准则的任何一点上，状态矩阵中各个向量与对

应次成分的夹角的导数是确定的，而且在极小值点

处，状态矩阵中各个向量与对应次成分的夹角的导

数以及其本身都是确定的。 
证毕。 
以上分析是在 2 2n r= =、 这一特殊情况下进

行的。为使结论更具有一般性，下面进一步讨论

2 2n r> =、 的情况。 
推论 1  当 2 2n r> =、 时，二维旋转矩阵 iM ，

1,2i = 各只有一个旋转角度，信息准则 1( )J W 对旋

转角度的二阶导数为 0，而信息准则 2 ( )J W 对旋转

角度的二阶导数不为 0。 
证明  文献[8]已经证明，对于 2 2n r> =、 的情

况下的 1( )J W 和 2 ( )J W ，对应的梯度算法都能够跟

踪次子空间。即W 的后 n r− 列元素总是逐渐变化

为 0。不妨认为，当迭代次数大于某一个大数时，

状态矩阵可以表达为 T T= [ 0]iW P M ， 1,2i = 。问

题转化为 2 2n r= =、 的情况，此时结合定理 1 和定

理 2 的结论可知，信息准则 1( )J W 对旋转角度的二

阶导数为 0，而信息准则 2 ( )J W 对旋转角度的二阶

导数不为 0。 



第 3 期 杜柏阳等：次成分提取信息准则的加权规则方向收敛分析 ·29· 

 

分析推论 1 的结论可知，只要提取二维特征向

量，信息准则 1( )J W 对角度二阶导数为 0，即在

1( )J W 的任何一点上，状态矩阵中各个向量与对应

次成分的夹角的导数以及其本身是不确定的。信息

准则 2 ( )J W 对角度二阶导数不为 0，即在 2 ( )J W 的

任何一点上，状态矩阵中各个向量与对应次成分的

夹角的导数是确定的，并且在极小值点处，状态矩

阵中各个向量与对应次成分的夹角的导数以及其

本身都是确定的。 
在 2n r r= >、 的情况下，主要考虑欧拉转角描

述所有的角度变化。假设第 j 个相角变化为 jθ ，

1,2, ,j r= ，根据欧拉转角规则，第 j 个角是在第

1j − 个角的基础上进一步旋转的。例如 3r = 时旋转

矩阵 *M 表示为 

 * *1 *2 *3=M M M M  (20) 

其中，M*1和 M*2 分别为 

 
1 1

*1 1 1

cos sin 0
sin cos 0

0 0 1

θ θ
θ θ

⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

M  

 
2 2

*2

2 2

cos 0 sin
0 1 0

sin 0 cos

θ θ

θ θ

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

M  

依次类推，将 1 放在不动轴的位置，并且该元

素所在行和列的其他元素均为 0，不动轴的数量为

2r − ，则旋转次数为 2
( 1)C
2 1

r r r −
=

×
。 

推论 2  当 2n = 、 2r > 时，信息准则 1( )J W 对

旋转角度的二阶导数为 0，而对信息准则 2 ( )J W 对

旋转角度的二阶导数不为 0。 
证明  类似于定理 1 和定理 2 的证明步骤，信

息准则式(1)表示为 

 

T
1 1

T T
1 1 1 11

1 1
T T

1 1 1 1 1 1 1

tr( ) 2tr( )

tr( )
M

4 2 2

J = =

⎛ ⎞− +
∂⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

∂ ∂

− + +

R M M
M M M M

M
ΛM ΛM M M M ΛM M

Λ

Λ   

(21)

 

不同的是此时的旋转矩阵变为 

 1 11 12 1r=M M M M  (22) 

同时，信息准则对角度的梯度表达为多个计

算式，如下所示。 

 1 1 1

1 1

d d
d d ( )

J
t
θ

θ
∂

=
∂

MP
PM

 (23) 

 2 1 1

2 1

d d
d d ( )

J
t
θ

θ
∂

=
∂

MP
PM

 (24) 

  

 1 1

1

d d
d d ( )

r

r

J
t
θ

θ
∂

=
∂

MP
PM

 (25) 

其中， 1
1

1

2J∂
=

∂
M

M
Λ ， 1 11

12 1
1 1

d d
d d r=
θ θ
M M M M ，且

11

1

sin cos 0 0
cos sin 0 0

d
0 0 0 0

d

0 0 0 0

θ θ
θ θ

θ

−⎡ ⎤
⎢ ⎥− −⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

M
。因为 1*M 具有

旋转对称性，为了描述简便，此处仅以 1θ 为例进行

说明。 
由式(25)可得 

1

1 1 1

1 1

0 1 0 0
1 0 0 0

d d
2 0 0 0 0

d d

0 0 0 0

J
t
θ

θ

−

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎛ ⎞∂ ⎢ ⎥= =⎜ ⎟∂ ⎢ ⎥⎝ ⎠
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

M
M

Λ   (26) 

显然，对于未加权的信息准则 1( )J W ，
2

2

d 0
dt
θ
≡

对于任意θ 恒成立。类似地，对加权信息准则，有 

11 12

1 21 22
1 2 2

2 1

0 0
0 0

d d 2 0 0 0 0
d d

0 0 0 0

J
t

Ω Ω
Ω Ω

θ
θ

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎛ ⎞∂ ⎢ ⎥= =⎜ ⎟∂ ⎢ ⎥⎝ ⎠
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

M
M

Λ  (27) 

其中，有 
 11 1 1 12 cos 2 2cosdΩ θ θ= −  

 12 2 1 12 sin 2 2sindΩ θ θ= −  

 21 1 1 1sin 2 2sindΩ θ θ= +  

 22 2 1 1 2cos 2 2cosd dΩ θ θ= − +  

显然，
2

1
2

d 0
dt
θ

= 不是总能成立，需要一定的成

立条件。由于 *M 矩阵存在旋转对称性，因此该结

论同样适用于 2 , , rθ θ 。这说明，当 2n = 、 2r > 时，

式(1)信息准则对旋转角度的二阶导数为 0，而

式(2)信息准则对旋转角度的二阶导数不为 0。 
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对于 2n r r> >、 的情况，其基本思路同推论 1，
即通过分析一定条件下状态矩阵各个向量的长度

变化情况，最终转化为 2n r r= >、 的情况，并结合

推论 2 的结论实现对该情况的讨论。 
证毕。 
通过上述定理和推论可知，加权规则对提取算

法产生影响的本质因素是加权矩阵改变信息准则

在方向上的梯度变化。这对研究的启发是在考虑将

次子空间提取算法改进成并行提取算法时，其核心

步骤是使算法在状态矩阵与实际次成分的夹角方

向上产生梯度。 

4  数值分析与仿真校验 

为直观展示加权算法的方向收敛属性，本文通

过 2 组数值算例对比 1( )J W 和 2 ( )J W 这 2 种信息准

则的方向收敛性能。实验中，输入信号的真实次成

分 0 1 1= [ , , , ]n−P φ φ φ 是通过离线的特征值分解方法

计算得到的。 
4.1  2 个次成分提取算例 

该算例展示 2 种信息准则对状态矩阵各个向量

与信号次成分方向提取的不同表现。加权矩阵规定

为 diag(1,2)=D 。令θ 表示状态矩阵的单个向量与

对应次成分方向的夹角，设置 θ 的变化区间为

(0,2π]，实验中均匀提取了 10 000 个点，点间最小

间 距 为
π

5 000
。 通 过 θ 可 以 表 示 旋 转 矩 阵

*

cos sin
sin cos
θ θ
θ θ

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥−⎣ ⎦

M ，通过 *M 可以表示状态向量

*=W PM ，状态向量在第一次成分方向的投影为

X，在第二次成分方向的投影为 Y，又根据式(1)和
式(2)可以分别表示 1J 和 2J ，仿真结果分别如图 1～

图 4 所示。 

 
图 1  PAST 信息准则和 WPAST 信息准则在θ 变化情况下的数值变化 

 

图 2  PAST 信息准则和 WPAST 信息准则在
π
2

θ = 处的投影 

 
图 3  PAST 信息准则在θ 变化情况下的数值变化 

 
图 4  WPAST 信息准则在θ 变化情况下的数值变化 

图 1 中，外侧的曲面圆锥为 PAST 信息准则函

数值变化情况，内侧的曲面圆锥为 WPAST 信息准

则函数值变化情况。首先，函数值会随着状态矩阵

中向量模值的变化而变化，为清晰地表征这个特

点，该算例在某一个固定的角度投影 2 个信息准则
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函数，如图 2 所示，这说明信息准则函数能够提取

信号的次成分信息。其次，2 个曲面变化都具有对

称性。其中，内侧的曲面圆锥是随着θ 周期对称的，

这印证了定理 2 的结论，而外侧的曲面圆锥是处处

对称的。 
另外，2 个曲面的变化也存在差别。首先，观

察向量模长固定，θ 在区间 (0,2π]变化时，2 个函

数的变化情况。由图 1 中外侧的曲面圆锥可知，在

θ 变化的情况下，PAST 信息准则函数值没有变化。

为了直观展示，在图 1 中做状态矩阵模长为 1.5、θ
在区间 (0,2π]上的圆柱面，将圆柱面与函数曲面圆

锥的交线向底面投影并展开，展开的结果如图 3 所

示。由图 1 中内侧的曲面圆锥可知，WPAST 信息

准则函数值在θ 变化的情况下，呈现三角函数的变

化形态。为了直观展示，采用与外侧圆锥曲面相同

的步骤得到投影的展开结果，并展示在图 4 中。其

次，观察θ 值一定时 2 个函数沿着模值长度的变化

情况。如图 2 所示，WPAST 函数的斜率绝对值明

显大于 PAST 函数的斜率绝对值。 
上述实验分析表明，在提取 2 个次成分方向的

情况下，PAST 信息准则不能确定状态矩阵各向量

与对应次成分的方向关系，而 WPAST 信息准则能

够确定状态矩阵各向量与对应次成分的方向关系。

这验证了定理 1 和定理 2 对 PAST 和 WPAST 信息

准则的理论分析结果。 
4.2  多个次成分提取算例 

多个次成分的信息准则对应的坐标系超过三

维，不容易直观表示，因此该算例主要通过 PAST
和 WPAST 信息准则的提取算法在实际提取过程中

的角度变化来展示加权规则对信息准则的角度关

系的确定作用。假设提取状态矩阵的维数为 4，加

权矩阵为 diag(1,2,3,4)=D ，状态矩阵各个向量与对

应次成分的夹角分别为 1θ 、 2θ 、 3θ 、 4θ ，状态矩

阵的各向量与对应次成分的方向余弦为 

 
T ( )

( , )
( )
i i

i i

k
Y i k

k
=

w u
w u

 (28) 

其中， iu 表示输入信号的次成分，可通过特征值

分解方法提前计算出来， ( )i kw , {1,2,3,4}i∈ 表示算

法在提取过程中的状态矩阵的单个向量，k 表示提

取过程中的迭代次数，T 表示转置运算， ⋅ 表示求

范数运算。 
夹角的计算式为 

 arccos( ( , ))i Y i kθ =   (29) 

需要说明的是，此处将方向余弦和方向夹角都

作为实验结果展示。PAST 算法的结果分别如图 5
和图 6 所示，WPAST 算法的结果分别如图 7 和

图 8 所示。 

 
图 5  PAST 算法的状态矩阵各向量与对应次成分夹角θ 变化情况 

 
图 6  PAST 算法的状态矩阵各向量与对应次成分方向余弦变化情况 

 
图 7  WPAST 算法的状态矩阵各向量与对应次成分夹角θ 变化情况 

如图 5 所示，横坐标为迭代次数，按照 10 的

指数变化，纵坐标为方向夹角数值，其弧度值在区
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间
π0,
2

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

内变化。PAST 算法的 4 个方向夹角在经

过振荡过程后，均呈现稳定状态。但是，稳定的常

数各不相同。该特点在图 6 中也有体现，方向余弦

经过一段振荡过程，都稳定在一定的数值上。相比

PAST 算法，WPAST 算法的方向夹角收敛过程比较

长，且最终都稳定在 0 附近。如图 7 所示，4 个方

向夹角最后都以不同的形式收敛到 0 附近，这说明

WPAST 算法状态矩阵的 4 个向量最后都收敛到对应

次成分的方向。图8展示的方向余弦也印证了WPAST
算法的方向收敛性。在 35 10× 次迭代后，状态矩阵各

向量的方向余弦都接近 1。需要说明的是，由于三角

函数的非线性，在图 7 中接近 510 处的方向夹角振荡

较剧烈，且都在区间
π0,
8

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

内，图 8 中对应的方向余

弦都在区间 (0.95,1.00) 内振荡，振荡范围非常小。 

 
图 8  WPAST 算法的状态矩阵各向量与对应次成分方向余弦变化情况 

5  结束语 

本文通过分析 PAST 信息准则和 WPAST 信息

准则的差异，从二维到多维逐步推导出加权规则能

够改变状态矩阵和信号次成分的旋转矩阵梯度的

结论。一方面，从理论上解释了加权规则对信息准

则的作用规律，提高人们在信息准则层次认识影响

算法性能的因素；另一方面，对于不能通过加权规

则转化为多个次成分提取算法的次子空间跟踪算

法，研究成果为推进未来并行提取多个次成分分析

算法发展提供了研究思路和改进方向。 
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